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摘要　考虑具奇性 Helmho lt z 型边值问题的高阶数值逼近. 通过引进虚边界并确定虚边界处
的边界条件,获得除奇点小领域外的区域内问题的准确表述,并进一步证明此问题的谱逼近解具有
优化的误差估计.
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Au- $u= f 　　8
u= g　　　　58
( 1)
这里 A为非负常数, f ∈L 2 ( 8 ) , g∈
H
1/ 2 ( 58 ) , 8 是 R 2上的一有界区域.
当 8 的边界58 有尖点时,问题( 1)的
解可能产生奇性. 为简单起见, 假设
8 只有一个奇异点 O, 位于原点处
(见图 1) . 以 O为中心在 8 内做一条
半径为 R 的圆弧 # s , 将 8 分成两部
分,包含奇点 O的扇形状区域记 8 s ,
不包含奇性的区域记为 8 r .在 8 r 内问题( 1)的解不包含任何奇性,因此标准的谱方法非常适
¹ 本文 1996-09-01收到; 　福建省自然科学基金资助项目
合于它的数值求解.
　　首先推导( 1)的解在人工边界 # s 上应满足的关系式.为此假设 f 的支集包含在子区域 8 r
内, g 的支集包含在 58 \ 58 s内. 不难推导[ 4]问题( 1)的解在 8 s内可表示成如下形式
　　　 u( r, H) = ∑
∞
n= 0
anB n( r ) sin(
nH
X ) ( 2)
这里an( n= 0, 1, 2,⋯)是常数, ( r , H)表示极坐标, XP是奇点 O的内角, B n( r )取







( Ar ) 2k+ n/ X
2
2k+ n/ X
k! # ( k + 1 + n/ X)　　　A> 0.
这里 # (·)表示 Gamma函数.由( 2)得





u( R , H) sin ( nHX ) dH ( 3)
在式( 2)中对 r 求导并在 r= R 处取值得
　　　
5
5r u( R , H) = ∑
∞
n= 0
anB′n( R ) sin(
nH











u( R , U) sin( nUX ) sin(
nH
X ) dU
记 n为子区域 8 r 在 # s上的单位外法向量,显然
　　　
5
5nu( R, H) = -
5
5r u( R , H) ,
由此获得 8 r内问题( 1)的 Neumann型边界条件
　　　
5
5nu( R, H) = - h(H) ( 5)







u( R , U) sin( nUX ) sin(
nH
X ) dU ( 6)
2　8 r 区域上的正则问题及其逼近
现在考虑 8 r区域上的 Dirichlet-Neumann混合型边值问题
　　　
Au- $u= f 　　　8 r
u= 0　　　　　58 r \ # s
5u
5n= - h　　　　# s
( 7)
为叙述方便,我们已经假设 g= 0. 引进 Sobolev 空间 V = { v∈H
1





( 7)等价于下面的变分问题:求 u∈V , 使得
　　　a( u, v ) + b( u, v ) = ( f , v )　　P v∈V ( 8)
这里　 ( f , v ) =∫8
r
f vdx , a( u, v ) = A( u, v ) + ( ý u, ý v ) , b( u, v ) =∫
XP
0
h(H) v ( R , H) RdH
定理 1　变分问题( 8)存在唯一解.
证　直接利用 Lax-M ilgr am 定理,只需验证( 8)左边的双线性形式 a+ b 的连续性和强制
性.形式 a在 V×V 上的连续性和强制性显然,现在证明存在常数 C 使得




　　P u, v∈V , ( 9)
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　　　b( v , v )≥0　　　　　　　　　　 P v∈V . ( 10)
给定u, v∈V ,将 u( R, H) , v ( R, H)展开成
　　　 u( R, H) = ∑
∞
n= 0




那么由 b( u, v )的定义得







XPB n( R )∫
XP
0
u( R , U) sin( nUX ) sin(
nH




2RB′n ( R )











Bn ( R )
õBnCn
这里,因子 R 的出现源于关系式:弧长 ds= RdU.
当 A= 0时, B′n( R ) =
n
XRBn( R ) ;
当 A> 0时,利用Gamma函数的性质 # ( s+ 1) = s# ( s) ,得
　　　 B′n( R ) = ∑
∞
k= 0
A ( 2k + n/ X) (AR)
2k+ n/ X- 1




2k (AR) 2k+ n/ X- 1





(AR) 2k+ n/ X- 1




2k(AR) 2( k- 1) + n/ X+ 1








(AR ) 2k+ n/ X
22k+ n/ wk! # ( k + 1 + n/ X)
≤ A 2AR
4( 1 + n/ X)∑
∞
k= 1
(AR ) 2( k- 1) + n/ X- 1





2n( X + n) + 1)
n
XRBn( R )










nB2n ) 1/ 2 (∑
∞
n= 0
nC2n ) 1/ 2
≤ C‖u‖1/ 2, # s‖v‖1/ 2, # s ≤C‖u‖1, 8 r‖v‖1, 8 r .
另一方面,P v∈V ,




XPB n( R ) (∫
XP
0





AuM- $uM= f 　　　8 r
u
M
= 0　　　　　　58 r \ # s
5uM
5n = - hM　　　　# s
( 11)
这里hM 是( 6)中定义的 h的一个截断逼近函数,



















, v ) =∫
XP
0
hM ( H) v ( R, H) R dH.
定理 2　问题( 12)存在唯一解;设 # 0< 8 r 是以原点为中心半径为 R 0的圆弧, R 0> R,设问












s‖u‖s+ 1/ 2, # 0 ( 13)
这里C 是与M 和 R 无关的常数.








, v ) = b
M
( u, v ) - b( u, v )　　P v∈V
对于任意 v∈V ,将 v 展开成
　　　 v ( R , H) = ∑
∞
n= 0
Cnsin( nHX ) , 而 u可写成
　　　 u( R, H) = ∑
∞
n= 0
anB n( R ) sin( nHX )
因此　ûbM ( u, v ) - b( u, v ) û= û∑
∞
n= M + 1
2RB′n( R )
























2M ( X + M ) + 1) û∑
∞
n= M + 1






2M ( X + M ) + 1) ∑
∞
n= M+ 1
û Bn ( R )
B n( R 0)






X (M + 1) - s(∑
∞
n= 0










(M + 1) s


























k ( R0 )
这里　b-k ( R ) =
(AR) 2k
22k+ n/ wk ! # ( k+ 1+ n/ X) . 显然b
-
k ( R )关于 R 是单调递增函数, 因此b-k ( R ) < b-k
( R 0) , 由此得　
B n( R )

























设 8 k , k= 1, 2, ⋯, K ,是 8 r 的四边形剖分,满足8- r= ∪
K
k= 1
8- k , 8 k∩8 l= Á ,P k , l= 1,⋯, K , k
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　　图 2　谱元区域割分
　　Fig . 2　Spectr al elements decomposition
≠l. 设剖分是一致的, 即两个相邻四边
形的交或者是一整条边或者是一顶点
(见图 2) .最后出于技巧性需要, 设四边
形剖分将人工边界 # s 等距分割成 K′
段. 令 Fk 是参考区域∧= ( - 1, + 1)
2
到 8 k 的一一光滑映射. 设 Fk ( F- 1k )的
Jacobi J k (分别地J~k )大于某一正常数,
且 Fk 和 F l 在8- k∩8- l 处的限制相耦合.
定义谱元离散空间
　　　V N= { v∈H
1
( 8 r ) , vû58 r \ # s= 0,













N , v ) = ( f , v ) N
　　　　　P v∈VN ( 14)






f . Fk (Nij )
v . Fk (Nij ) J kXij ,
　　　aN ( uMN , v ) = A( uMN , v ) N


































其中, Nij , Xij分别表示参考区域∧上的 Gauss-Lobatto 点及其对应的权, Gkl , Qkl 分别表示与人工









N , v )的定义中直接使用了子区域 8 k 在 # s上的网格点 Gkl 及其对应的权 Qkl ,
这与使用参考区域∧在其边界上的网格点及其对应的权再通过映射 F k 和 Jacobi　J k 来定义
是等价的.
为了推导问题( 14)的解 uMN 的误差界,我们利用下面的标准结果 [ 3] .









- w‖1, 8 r + supv∈V
N



























‖u - w‖1, 8
r




≤ CN - s‖u‖s+ 1, 8
r















‖u‖s+ 1, 8 r + ‖u - u
M
‖1, 8 r . ( 17)

















‖f‖L, 8 r ( 18)





, v ) - b
M




- u, v ) + b
M
( u, v ) - b
M
N ( w , v )
利用定理 2的证明技巧不难证明
　　　ûbM ( uM- u, v ) û≤C‖uM- u‖ 12 , # r‖v‖12 , #s≤C‖u











































































≤ C( K′N ) - 1‖( u( R, H) - w ( R , H) ) sin( nHX )‖1, # s‖v ( R , U)‖0, # s
　 + C‖w ( R, H)‖0, #
s












‖u( R , H)‖0, #s‖v ( R, U)‖8 r
取 w∈VN 使得
　　　‖u( R, H) - w ( R, H)‖1, #
s
≤CN - s + 1‖u( R , H)‖s, #
s
≤CN - s+ 1‖u‖E+ 1, 8
r
,










) - 1N - s + (
K′
n
) - sN - s ]‖u‖s+ 1, 8
r
≤ C(M , K′) N
- s
‖u‖s + 1, 8r ( 20)
这里 C(M , K′)是与 M , K′有关而与 N 无关的常数.结合( 15)～( 20)以及式( 13) ,我们得到下
面的定理.
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这里R 0, # 0如定理 2中定义, L> 0.
4　数值结果









F ig . 4　A plot of the r esidual ‖u- uMN‖0, 8r
( + ) and ‖u - uMN‖1, 8
r
( ( ) as a
function o f the po lynomial deg r ees N
　图 5　网格点上的误差在人工边界上的分布
　Fig. 5　A plo t of t he po intw ise residual as a func-
tion of Halong the art ificia l boundar y





H)是问题( 21)的准确解.显然解函数 g 在原点 O关于 r 的导数有奇
性.由于问题的解仅有一个低频谱,可以期望人工边界条件 hM 取小的 M 即可达到好的逼近效
果.事实也如此,在下面的数值试验中取 M= 2.研究谱逼近解关于多项式阶数 N 的逼近精度.
图 4显示 L
2( 8 r ) -误差和H 1 ( 8 r ) -误差随 N 的变化情况,可以看到随着N 的增加,误差成指数
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A Spectral Element M ethod for Helmholtz
T ype Equat ions w ith Singular it iez
Xu Chuanju
( Dep t . of Math. , X iamen Univ . , X iamen　361005)
Abstract　A Spectral element approx imat ion for Helmhol tz type pr oblems w ith
singularit ies is presented. Exact formulat ion is der iv ed in the subdomain excluding from sin-
gularit ies, via int roducing an art ificial boundar y and const ruct ing appropriate art if icial
boundary condit ions. Opt imal spect ral accuracy is obtained.
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methods
·183·第 2期　　　　　　　　　　　许传炬:具奇性 Helmho lt z 型问题谱逼近　　　　　　　　　　　　　　
